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Eugene Salamin / Richard Brent

Suites inspirées par laformule de Brent/Salamin :

1) Formule originelle Brent/Salamin 1976 (Mathématics of computation )
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2) Suite assez évidente que je n'ai bizarrement trouveée nulle part !
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3) Variation des fréres Borwein 1984
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4) Freres Borwein 1987 ( Pi and the AGM )
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Une autre suite d'apres une observation de Salamin

Je n'ai pas encore testé ces algorithmes.

Convergence quadratique
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Convergence cubique

Cet algorithme converge vers le plus proche multiple de Pi de f,.
fnz fn-1+ S n(fn_l)

Je n'ai malheureusement pas trouve les démonstrations de ces algorithmes...
Tranchesdevie

Et je n'al pas trouve grand-chose non plus sur Salamin ou trés peu... comme cette photo Ie montrant en
compagnie des plus grands chercheurs sur Pi (Bailey, Gosper, Kanada...)

Sur Brent, par contre, tout va bien! Richard Brent est un mathématicien australien né en 1946. Il est pour
I'instant professeur a Oxford et est spécialiste des algorithmes. Pour plus de renseignements, vous pouvez allez

visiter sa page personnelle.
Autour de it

Laformule originelle a été découverte en 1973 et publiée en 1976 par Eugene Salamin dans I'article
Computation of Pi dans |larevue Mathematics of computation . Elle fut publiée au méme moment et
indépendamment par Richard Brent également (qui est d'ailleurs maintenant directeur de Mathematics of
computation !). Il est vrai que la coutume est de |'appeler algorithme de Salamin, mais n'oublions pas ce cher

Brent !
Cette formule est 1a premiére véritable découverte importante concernant le calcul de Pi depuislesformules

d'arctan et celles de Ramanujan. Laforce de cet algorithme est de proposer une convergence quadratique (2n
comme je le note habituellement sur ce site) c'est a dire gue le nombre de décimal es exactes double a chague
itération ! Une fusée !

Bien sOr, ladémonstration est ala hauteur de la performance, d'une longueur tres pénible... Maisj'ai passe un
tel temps vainement sur Internet alarecherche de cette démonstration lorsque j'en avais besoin pour mon
dossier sur Pi (voir page perso) que je ne peux résister alapublierici...



Elle repose sur la moyenne arithmético-géométrique qui fut étudiée par Legendre et Gauss, mais ce dernier,
pour une fois (1), nevit pas l'intérét qu'elle pouvait avoir pour le calcul de Pi !

Démonstration

C'est parti pour les algorithmes 1), 2) et 4) ! Je vais tenter de bien structurer |'affichage des résultats car le
web n'est pas ce qu'il y ade plus pratique pour des démonstrations mathématiques!

Moyenne arithmético-géométrique
Soient a et b deux réels positifs ou nuls. On définit les suites (a,) et (b,,) par :

Fy = F =&
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| Convergence

Lemme1l : (a,) et (b,) sont convergentes et de méme limite. De plus, (a,,) est décroissante et (b,,) est croissante. Cette

limite est notée M(a,b) et appel ée Moyenne arithmético-géométrique de a et b.

Démonstration

|.a) Montrons que pour n>0 et a#b,

0= 8 = fpy <@g <d; (1)

1
Tt~ Dy EE(‘?E - 'l'&.ﬁ‘jl (2]

e En effet, s a=b, on aimmédiatement pour tout n entier a,=a=b,,

e Si a=0ou b=0, on a(tout aussi immédiatement !) pour tout entier n b, =0 et a., ,=a,/2 ce qui assure
bien (1) et (2)

e Sia>0et b>0, ath
1.8).(1) Une petite récurrencze pour (1) pour bien commencer !
n=1: a#b donc [E - E] w0 dome ek < ‘?; # en développant, donc b;<a,, et en

refaisant de méme, b,<a..

2.1/2
De plus, a,=a,/2+b, [2<a, [2+a, [2=a, donc a,<a, et b,>(b, ) =b, donc, finalement,
on alerésultat (1) aurang 1

Supposons maintenant le résultat (1) valable pour k dans [[1,n]] ...



12
Puisque b <a,, on ade méme (ab,) <(a,+b,)/2doncb, ,<a.,, et a, <2a/2=a, et

_ 2.1/2
enfinb,.,>(b,) =b

Donc 0<b <b,, <a,.;<a,

n

C'est sacrément |'hypothése au rang suivant, donc par le théoréme de récurrence, le résultat (1)
est bien valable pour tout entier n non nul...

1.8).(2) Pour tout n>0, on a:

2t = )= 23+ £y = 2of7eEs = (7~ B ) = (s - &)[%J (o)

C'est bien lerésultat (2) !

|.b) Montrons maintenant que ces suites sont convergentes :
e Si a=b on apour tout n a =b, et donc (difficile!) lim a =a= litn b,
T—e Tr—

e Si b=0, a#0 onapour tout >0 : b =0 et a;=a, ,/2= a0/2n donc lim a,= lim b,=0
= =

e Si a=0, a,=0 et donc b,=0 pour tout n, ce qui regle I'affaire de lalimite !
e Sia>0, b>0, a#b

_Dapres| a) (1) (b,) est croissante, et (a,,) est décroissante

-1
_ Deplus, dapres | a) (2) et par récurrence immédiate, a-b < (al-bl)lzn donc limm (a,-b,)=0,
e o

tiens!
Ne serait-ce pas des suites adjacentes ? Mais oui ! Elles convergent alors vers une méme limite que
nous noterons donc M(a,b)

Il Propriétés de la moyenne AGM (arithmético-geométrique)

I1.a) M(a,,,b,)=M(a,b)

I1.b) M(a,b)=M(b,a)
I1.c) M(l3a,3b)=1RM(a,b) pour n entier, >0, a>0, b>0

Démonstration

I1.a) Soit ny>0
(Aor ik € (Do )k ONt Méme limite que (ay), et (b,), donc, M(a,,,b,,)=M(a,b)

I1.b) Soient (a',,) et (b',) les suites définies comme (a,) et (b,), maisavec a';=b et b';=a



Onaa';=a, et b';=b, donc d'apres|. a) avec n=1, on a M(a,b)=M(b,a)

I1.c) De méme, si on definit (@) et (b",) par a",=Ra, et b",=b,, on aimmediatement pour tout n :
a';=Ra, et b' =Rb,.
Donc, en passant ala limite, M(3a,3b)=12M(a,b)

Il Fonction f(x)=M(1,X)

Nous voici au coeur de ladémonstration : Pour a=1 et b=X, les résultats précédents (convergence...) nous
permettent de construire une fonction f définie par :
pour X réel positif ou nul,
f()=M(1,X)
L es résultats intéressants sur cette fonction sont :

[11.a) Lemme 2

f est continue sur [0,+ ca|

Démonstration

Dansle casay=a=1 et by=b=Xx, nous allons montrer la convergence uniforme des suites (a,,) et (b,,) sur tout

+
compact de R verslafonction f. Pour bien différencier ce cas de I'éude précédente, je noterai
respectivement (U_) et (V) cessuites de fonctions...

+
111.8).1) Montrons que pour tout n entier, U, et V,, sont continues sur R

Par récurrence, par exemple!
n=0: Uy(X)=1, Vy(X)=X, no comment !

Supposons le résultat jusgu'a un certain n entier,
1/2
U, =(U+V)2etV, =, V,) doncU,, etV

n+1 neq SONt clairement continues comme composees de

fonctions continues...
+
L e théoreme de récurrence se vérifie donc, U, et V, sont continues pour tout n sur R .

+
111.a).2) Montrons la convergence uniforme de U, et V,, vers f sur tout compact de R :

e D'apres|.a).1). ona¥ n=0, b,=M(ab)=a, donc:



wxeR , V. (x)=f(x)=U_(x) donc :
0=U,(X)-f(X)= U (X)-V,(¥)< (U, .1(X)-V,.1(X))/2<|1-x| 2" pour tout X< R

e Placons nous sur un compact [ A,B] de R+
¥ neN*, 02U (x)-f(x)< (B+1)2

De méme, 0=F(X)-V,(x)= U, (X)-V()<|1-x|2 =(B+1).2"

Cette majoration est uniforme, il y a donc convergence uniforme de (U,) et (V) versla

+
fonction f sur tout compact de R

Donc f est continue sur [0,+ ea[, d§aun premier résultat tres important !

[11.b) Lemme 3

f est croissante sur [O,+ ca|

Démonstration

[11.b).1) Montrons par récurrence (encore!) sur neN que (Un) et (Vn) sont croissantes sur [0,+ ca|
U,=1 et V,=x donc on alerésultat pour n=0

Supposons que le résultat soit valable pour un certain neN
1/2
U, et V, étant croissantes, U +V, et (UV,) auss doncU,,,etV,,,lesont égaement et c'est

I'hypothése au rang suivant !
L e résultat est bien valable pour tout neN.

I11.b).2). Soient x,=0, X,=0 avec X;<X,
Puisqu'il y a convergence uniforme de (U,)) versf, on af(x,)-f(x,)= lim (U,(xX,)-U,(X,))
A—==
or ¥ neN*, U_(X,)-U(X;)=0 (croissance de U,), donc f(x,)-f(x;)=0, ce qui nous assure la croissance de f

sur [0,+ wa[, et voila, fin de ladémonstration du lemme 3!

I11.c) Lemme 4 (Etude aux bornes...)



f admet une tangente verticale en x=0
En O, limf=0
En+ o, limf=+c , f(X)=0(X)

Démonstration

12 * 172
[11.c).1) onax :Vl(x)i:f(x)";a‘xeR+ ,doncx  =f(X)/x et finalement :

i
litn 1) =
X

+oo

donc f admet une tangente verticale en x=0.
Si x=0, pour nz1 U, (x)=U_,(x)/2=2 ", &t V.(x)=0 donc f(0)=0

III.c).2)*D'apres I1.b) et I1.c),
b XER+ , T)=M(1,X)=xM(1/x,1)=xM(1,1/x)=xf(1/x)

Quand X -> + ez lim f(1/X)=f(0)=0 car f est continue en O
donc f(X)/x->0 et en + ca, f(X)=0(X)

* 12
Deplus‘-:a’xeR+ , f(X)=x ,doncen+ e, limf=+w

[11.d) Théoreme 5

f est de classe C=2 sur |0,+

Cerésultat tres fort (presque trop puisgue nous n'aurons besoin que du caractere c' I n'est passimple a
démontrer. |1 va méme nous entrainer dans la théorie des intégrales elliptiques !

Ainsi, nous alons successivement :

I11.d).1) Exprimer M(a,b) par une intégrale elliptique I(a,b)

111.d).2) Appliquer ce résultat alafonction f

[11.d).3) Utiliser le caractére C=* de I(1,Xx) pour en déduire celui de f!

Démonstration

[11.d).1) On sintéresse tout d'abord al'intégral e suivante,
Soient a,b>0, on pose::




111.d).1).1) Convergence
1 1

Soitﬂi’f:'=vf(rz ;s ,32)(;2 ; 572) e 2 et m(0)=1/(ab), or métant bien sir continue sur R+, m est

intégrable sur R+ et donc I(a,b) est bien définie...

I11.d).1).i1) Changement de variable

[D,E[% At
Posons p
7 ftan| #)

c'est une bijection croissante donc effectuons un petit changement de variables... Posons t=b.tan(y), on obtient

& dy
cos? ([ # tand ()4 & )[F 1l (A + )

qF
1|[.=?2 cost [ #+ & sin® ()

Aa &)=

q:-'!-—.il (XY
q:-‘!--—.il XN

I11.d).1).iii) fonction g
On définit lafonction g par g(X)=1(1,x)

Montrons qu'elle est de classe C sur ]0,+ o2

Soit h(x,y)= -Jn:-::sz [ avec (x,y)]0,+ ea[*[0,m/2]

Fl+ & sin® ()

Montrons par récurrence sur n=N (toujours!) que & existe et est continue sur ]0,+ «a[*[0, /2]

At
Pour cela, montrons en méme temps, toujours par récurrence, qu'avec les hypothéses sur les parametres :
L3038 F)
Eﬂﬁ(x,y): 2zl ou x-> P,(Xy)=R [X]

AT Hu:t::sz (#)+ 2 sin® [;fj]

e N=0, c'est ladéfinition méme de h!
h est clairement continue sur ]0,+ e=[*[0, /2] et admet une dérivée partielle selon x
P — xwin® (7
o N=1: Eﬁﬁiﬂ: . 3 3
Hcc-s [ A+ 5 sin [}’j]

C'est bien laforme annoncée pour n=1 et c'est parfaitement continu sur ]0,+ =a[*[ 0, /2]
e Supposons maintenant e résultat pour un certain neN
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cequi est bien lerésultat attendu avec P, ; delaforme voulue... P, ; est un polyndme en x et un

polyndme trigonométrique en y et est donc a ce titre continu sur ]0,+ =2 [*[0, /2] et dérivable selon x.

De méme pour le dénominateur, donc I'hypothese est vérifiée au rang n+1, ce qui achéve larécurrence
|

h est donc de classe C® sur ]0,+ c2[*[0, /2]

Puisgue I'on se place sur le segment [0, /2] pour y, lafonction g définie par :

2
aw=ls ey

*

+
est elemémedeclasseC® surR etl'ona:

o
x,y)d
{%&j( y)dy

(n) r
g (¥)= J“E
0

+
X -> 1(1,X) est donc une fonction de classe C sur R
Reste a exprimer M(a,b) en fonction de I(a,b)

C'est labien sr le principal résultat de cette étude et il fut obtenu par Gauss (il n‘a pas été plusloin!).

[11.d).1).iv) Montrons tout d'abord que :

(7~ ) . .

Pour cela, posonsj(t)= définiesur R et qui est clairement une bijectionde R  sur R (j'(t)=
2
£ - m’?:I

Lﬁ>o) donc, dans I(1,t) définie au 1), on pose s= I:
2 2¢

et on obtient :



1 1

o )
s 4 #
J7 (a0 )7+ et [P alate @) e8] [P+ atly2 +a)[ 2 + 0}

|:r.2+=5ﬁ-

r‘ZL :Idt, donc on obtient finalement :
27

et d'autre part, ds=

) \((mﬂ[;[f;f] T

=f4(f oy e

1]

L'avant derniére égalité étant obtenue grace a la parité du terme sous I'intégrale

111.d).1).v) Alors, on avance bien, montrons maintenant que A4 &, &)= > IET:? 7
On aclairement I(f3a,3b)=1(a,b)/l3 donc :
@ + & 1 & 1
fliﬁ;f?2l=fliﬁuifhll=f[ 4%%] (&, & =---=flin=-=fmf5]l=—f[h—‘?]=—
T gl d,

or lim a,=M(a,b) et on a lim a /b =1.
T .E—l-::-

De plus, gest continuesur R d'apresiii) donc :

2
i N L
J“I—’H'}* ] .!-Jc-:}s [ #+sin® [ #) f}, 2

ce qui nous permet de conclure::

M s, &)=




[11.d).2) en appliquant ce résultat alafonction f, on obtient

J&Eﬁk Al xl= m = fLﬂ:E_;Aj

+*
[11.d).3) Et ladémonstration du théoréme 5 est finie, gétant C% sur R, fl'est également sur le méme
intervalle

Petite note : f est continue en 0 mais n'est pas dérivable en O d'apréslelemme 4...

I11.e) Comportement asymptotique de f

Nous allons chercher des équivalents de f aux bornes de R+ au moyen d'équivalents de g

Lemme6

L TLE
~ _ f ] ~
ws0*  21n{ ) 9 e Zin(o

ey

Démonstration

I11.€).1) Une nouvelle expression de g !
Posons atout hasard (1) s=x/t :

S +x

[4(&13?%+;&3:|=f'ffJ["‘3 I

+ oz —_— 4
P

Friv et

—_ + X A

a.

] _JLJ{EM I +1)

I +ae i
7 s
[ T e

I11.€).2) Trouvons maintenant un équivalent de g au voisinage de O

1/2 2
wts[Ox ],onalzl+t £1+X donc



Y W Y
1 2t i:g{;&ji:f 2 a1 dore Az ~ 2 6 5
0
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4

0

ln(m + .?.']

1
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]

=2111[ (1 +m~)]

donc d'apres|il.d).2) ona:

o LA™

A9 ot 2m) A8 e 2na

la deuxieme équivalence étant obtenue trivialement grace alll.c).2) (f(X)=x.f(1/x))

|V Expression de Pi en fonction def et f!
1
£ —
)
1
f' N
)
Pour cela, onrestreint U, et V,,a]0,1[ et on introduit W, et k,,, fonction definie sur 10,1 par :

Nous allons montrer que ®=2 42

- .“’-? {__.-':E
W=V - I3 etkn:Elen[ r]

I

Ces fonctions sont évidemment bien définies et positives car d'apres |l a)2) 0<V (X)<U,(X) sur ]10,1[

IV.a) Convergence de (kn)n

1V.a).1) Propriété

2M(Un+1,Wn+ 1)=M(Un,Wh)

U )= r (- #
Ej‘

Démonstration
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Tae N W, =0 M_—,jff"H YA YA

A M Y L S v -
2 2

Posonsa=U+V =a, b=U-V,=b,commeaul, ona

Felvirios

U, rf;;+1)=1ﬁ4&;+ i, & - F;;]=%J%ﬂﬁ, B4 L
lﬁdfsﬁJ )= ﬂ,f(1 41— & ] (41—33]

] ~ i O = |-, )

1V.a).2) Convergence

lim 27 #

i

[ Hﬂ:ﬁﬁ]z 7 (-7

{5;; [ &) X

Démonstration

. o & - I 1- .EE
ﬁr}t:ﬂ]_limgw[ljHﬁl:ail]ﬂimz AC R

ﬂgﬁf [{gm - o) o () T Ax

T—an

i A x

lim ()= — (m]

Démonstration

(s | B (8

AT T R,

donc d'apres |'étude asymptotique du |11 €), on obtient :

o B
# H_;I:_,&j .ﬁ::-a:- —T ~ TLE—[.HI] A JT_;E.:Y:I _ﬁ.::m -3 7 ( 1-x= ] ‘ .
£ x) ” i ) AT o x) A d'aprés la propriété
n| ——
&5 (x)

précédente, ce qui permet en rapprochant les deux égalités de conclure a:



iy
i ( 1 — & ]

lim & (%)=

==

rala

fort !

IV.b) Convergence de (k'n)n

I ntéressons nous desormais a la suite de fonctions dérivée (K',),,. En effet, f'apparait dans |'expression finale

recherchée, il y aainsi de grandes chances pour que I'on parle de suites dérivées a un moment... Celase
précise donc :

1V.b).1) Existence et positivité

¥ neN, U, V,, W,, k, sont continlment dérivables
Deplus, ¥x<]0,1[, ¥ neN*, U' >0, V' >0

De méme que pour la continuité de U,, et V,,, on fait une récurrence sur n entier pour prouver cela.

Abrégeons donc !
U, et V, vérifient évidemment la propriété et si I'on suppose la propriété vraie pour un certain n, un petit

calcul d'apres ladéefinition de U, et V,, donne
U, +¥, C ULV, + ULV

t W=
2 = n+l 2 ﬁjnvn

n+1... Hop, c'est fini, inutile de sattarder sur de telles récurrences !

U'IL+1 = ce qui assure |'existence, la continuité et la positivité au rang

W, et k,, étant des composees de fonctions contindment dérivables, elles |e sont aussi pour tout n...

IV.b).2) Expression de (K' )

z
¥ x€]0,4[, ¥ neN, ky (&= Vn—[}ii
:{(1— H )

Démonstration :

- S T
Y M St B 5oV gonecivoa)) done
A A

&+l & I

{
2 Eay
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2 2 2
orV,=U, -W, etenderivant, 2V, V,'=2U U -2W W, donc:

E R | W A 7

2 b 2 (OG0, W G0, B, A T A A A e
21 R 3

_ [.{sg(ﬁj_ HE,FII:J&"',I]
B (8) _ Fa () G () niE ()

- _ 2x _ |
Hix s B & 2F - FA-F Hf1- )

et on obtient finalement :

- Vy (%)

ky (4=~

K(I—K ]
1V.b).3) Convergence
leiﬁ‘:l

(k') converge uniformément sur tout compact de]0,1[ vers: x-> m

Démonstration

Plagons-nous sur [a,b] compact de ]0,1[, O<a<b<1
¥ neN, ¥ xe[ab],ona:

j,j: |:..-'E‘:|— _.?‘13|:..-Y:| _ j-'_';zi_rﬂ_ _I#'2|:_,g';‘| . EF:;I:.E:I— ft;&':l:l(ﬁ;l:;&‘:l+ _.?'t_,g‘j] . ., _j|:|'.r-"'+ 1:”:1 + 1] . 4 2 -5

) | o) P I o N e ) e A

en utilisant 111.a).2)...

Cette majoration uniforme entraine la convergence uniforme de (k') , vers

FE

X-> 7 =+ surtout compact de]0,1
J&{l ~ Ez) P 10,1]

IV.c) Expression de Pi



Nousy sommes enfin !

IV.c).1) Dérivée

P - n_ AE
X -> m est ladériveedex-> 2 f(m]

Démonstration

1
e ¥ neN, k, estdeclasseC sur ]0,1[ d'apres|V b)l)

e Lasuitedefonctions (k) converge simplement sur ]10,1[ verslafonction
it iy
X-> 2 - ( | _ o2 ] dapres 1V a)2)

¥
iy
e Lasuite defonctions (k') converge uniformément sur tout compact de ]0,1[ versx-> —( | o2 )

Donc en application du théoréme de dérivation des suites de fonctions (Prépal),
A n_ A8

x—>m est ladérivée sur ]0,1[ dex-> 2 - (‘\"'I—T]

1V.c).2) Equation différentielle

f vérifiel'équation différentielle :

7 x]0,1],

11 | | ] ;‘3( "II—J&'E]E‘E[J&j
LA (#1—f3]f (Bt AE)F [ 1—f3] = 2

2 | & Al-x J

Démonstration

it iy
Facile! Il suffit de dériver x-> 2

£ ( | _ o2 ] et d'utiliser le résultat précédent a).

Je nelefaispas, cen'est que du calcul !

1V .c).3) Expression de Pi

La quéte du Saint-Graal mathématique irait-elle vers son terme ? En tout ca, on touche ici au résultat le plus
important de ladémo !



Démo

L&, encore, tresfacile, il suffit de faire x= — dans|'éguation différentielle. Pareil, ce n'est que du calcul, je

+Z

ne vais pas encore alourdir le chargement de cette page avec des expressions inutiles.

C'est tout de méme un résultat formidable !
Et qui va étre la base de la construction de plusieurs algorithmes tres performants a convergence quadratique

V Applications

Passons aux choses sérieuses !
Plusieurs exploitations de cette formule sont possibles:

V.a) Utilisation directe des suites dérivées

Lapremiéere alaquelle on pense tout de suite est d'utiliser les suites de fonctions dérivees (U')) et (V')

convergeant vers f' (la démonstration de cette convergence est donnée au V.b) ). On obtient en remplacant f et
f' par U, et V,, de différentes fagons |'algorithme suivant :

1

=1 =— =0 wv; =1
0 bl:l 1@ 0 0

&y + D I, + ¥ B+ v
el = . . E:'H+1 ="I|":I?1'E:'?1 Byl = : : Yail = — .

2 2 2,

3 3 3 3
p I T D e O DY i TR W T o T

uﬁ 1"Ili'1 uﬁ 1"Ili'1

Méme sl parait plus compliqué que les algorithmes de Borwein ou Brent/Salamin, je me suis é&onné de ne le
trouver absolument nulle part ! Mais dans mon souci d'exhaustivité, je ne pouvais manquer de le signaler.

V.b) Algorithme de J. and P. BORWEIN (1987)

Cet algorithme est paru dans Pi and the AGM (dont j'aimerais tant avoir un exemplaire méme si je ne suis pas
sdr de pouvoir tout comprendre !). Je vais en donner |la démonstration détaillée et en évaluer la performance...



Il est donné souslaforme:

1+ 1+ v,z
vo=+2 5 =42 o, Yn

Yo = H+l =
2o ¥y (1 2y ) 4wy
_,"",-j =2+-‘I|."E _r;1 = .ri-ﬂ—l IT

Démonstration

On se placera durant toute la démo sur un compact K de ]10,1]
Avec les notations des parties précédentes, posons pour nx1 :

&k

r o
'I-l.ﬁ'

LI

_.-;?_ﬁ'=

"

ks

V.b).1) Convergence

Montrons que :

Yozl 2,21, nEN*

(y,) €t (z,) convergent uniformément vers 1 sur K
1+ 37 _ 1+ #pm

FMI:E-\I'}T_E ﬁj=(1+£_ﬁ-:|'\ll'_.;_?_ﬁ-

Démonstration
* D'apres111.a).2). et ladéfinitiondey, et z,, U,zV,, doncy, =1
*wneN, ¥ x=]0,1]

Urlf)- Kl _ 11-x
Ay 2% &

S (51 =

d'apres1.8).2). et V, (X)>Vy(X)=X.

N

Sur K, on ade plus x->1/x-1 est bornée (continue sur un compact) par un certain MR " donc
¥ xeK, y (0)-1<M.2"

De cefait, (y,) converge uniformement vers 1 sur K

* Montrons par récurrence sur neN* que z,=1

12
n=1:z=x >1sur]0,1f

Supposons le résultat pour un certain neN*



oy L+l o+l

TR TR T in

: : : 1+{{?F;;.I
L SR A AR~
Vo TR0, + 1 [Hg] 7, 1+ )%
&R

ce qui montre en passant |es relations de récurrence pour (y,) et (z,,) !

donc

i _1=1+ﬁ£j—[1+£jjﬁ=(r :| Zd 7 - )
o 1+ 2, )47 1+ 2, )45 =

car z,=1 par hypothese de récurrence et y,= 1 d'apres préecédemment, en conségquence ceci acheve la

récurrence...

Pour nz1, z.,,-Y,,., €st du signede:
2( 1+ ynzn)_(1+ Zn)(1+ yn): 1+ ynzn_zn_yn: (Zn_ 1) (yn_ 1) = 0

donc
Zne1ZYne1
De méme, z,,, 1-ynﬂ2 est du signede:
1+ YnZyYn(1+2))=1-y,=0
or y,=1donc ynyzi Yy, €t finalement :
U2

Ynt12Zn41=Yn =Yy
donc O<y,,,,-1<z,,,-1<y,-let:
P (2541 (¥)-1) = Sup (Y, (X)-1)

La convergence uniforme de (y,,) vers 1 sur K assure, par laméme, la convergence uniforme de (z,)) vers 1

sur K...

V.b).2) Montrons maintenant que (U',) et (V') convergent uniformément sur K. C'est certainement la

démonstration la plus pénible a obtenir, mais elle marche et c'est bien le principa !!

Soit donc x=]0,1[, neN*,
z=1 doncU' =V etcommeU'  =(U'+V' )2onal  =U'



(U',) est donc croissante

_ Oy () (8 + (D (2)
V41 (X)-V'(X)= AT

L (B + O F (=2 5 (AT 8 T (a)

— F (&) donclesignede V', ;(X)-V'(X) est celui de:

n+1

En divisant par U’ (X)V',(X)>0 on obtient :

+ 227 2 - 25 (7@ = A mE -1 - s+l

done K (®- K (020 o (Jr@-1) =2 ‘T‘f'gl
.I'_l -I'.E

12
or,dapresa),y, -l=y -1=z-1, et (z,) converge uniformément vers1 sur K donc apartir d'un certain
rang ng, pour nzny,

¥ XeK, 0<z,(X)-1<1/2, d'ou :

HSlxr-1 =mix-1
(- 1) < (m(n-1f « 222 ;iﬂ

car z,(X)=2
ainsi pour nzny et xeK, V', ,(X)=V' (X) et finalement :

U (X)zU' 1 (X)=V 1 (X)=V'(X)

Ceci étant, soit >0
(z,) converge uniformément vers 1 sur K, donc il existe n;=N tel que:

-1
nzn; => 0=supy(z,(X)-1)<FV, (X

or B =
SlE-1= ‘?Eﬂ. 2 () e
&5 [ F)

B () L8 B )
s R ()

avec n=Max(ny,n,) et puisque (V') est décroissante d'apres ci-dessus (eh oui !), on a pour nzMax(ng,n,)

0= I (&) - & (5 <

V' (X¥)=V',(X), donc :

0=V (0)-U' ()<BV (V' (X) =B

¥ xe]0,1], (U'(X) et (V',,(X)) sont de ce fait des suites adjacentes et convergent vers une limite commune que

I'on notera pu(X).



Onadonc:

¥ xe]0,1[, 0=U' (X)=U',  (X)=p(X)= V' . (X)=V'(X)
Pour nzMax(ny,n,) on adonc :
7 X=]0,1[, O=p(X)-U' (X =V (X)-p(x)= 3
Donc les suites (U',) et (V') convergent uniformément sur K vers p(x)

V.b).3) Construisons maintenant la suite (f ) (enfin!)

(U,) converge uniformément (donc afortiori simplement) sur K versf et (U',)) converge uniformément sur K

donc salimiteest f' sur ]10,1[

R L) DRl c )

) ()
Ona
s Rl Bald) w33 (alg)Hg)ulg) nld)
PN KX P 8 PR N K8 8 P P8 D 4 K R 9
' 1 1
IOU|SJ?EI o Ilz[f[]iigg]g"@ﬂ}g[l Ei@]E_EJ“‘r

i

=LE'[E]=1=T@ o 5 Il[%] !

_ 1
BECE e 45

ce qui acheve ladémonstration. Ah'! quel beau résultat !

Performance

Toute lalongueur des démonstrations du XXe siécle trouve sa récompense au chapitre des performances
(encore heureux !)

Cet algorithme est en effet a convergence quadratique. C'est-a-dire que le nombre de décimal es exactes double
achague itération, mais cela ne se voit pas au premier abord !

Montrons donc que :



0= £, -7 =42%(5005%

Démonstration

Soit n=N.

v p-2m (a1 (W 1) (W 1)

02wy —1= o A5 =1
1 247 247 2 (1) i

2 d an
-l iif““‘l;lj PP Gl N S rlz2
8 8.8 5.8

-1/2
Pour x=2 , un petit calcul numérique donne:

|
ﬂ[ﬁ]_l_’\@ﬂ'lq 1

——-fﬂIIIJIZI2=L i

&

5 842 A 500
0= g, —1% %[5[”]]‘2“
D'autre part,
R - i
0% £ fy = £ iAot g p S Sl o S

L+ 2,4 T2 2

1+ 7

- - . - b & N N

e all 25 5E, & donn suw _,rfﬁ__,t?_ll-l_w-:_:;}_lg_lﬁ
“

-1
Or,onalz 74— fep = Z(fjm- — frei ] les termes se compensant deux a deux. On fait alors tendre
ai=

k vers +e3, et on obtient :

+ == # + = P .
0% S -7 - Z(f;”— fl:.-“;»i:"—:EDZ(FHJ—?NHJ‘—:?D(}E-H -1) s 4 5500

V.c) Algorithme de Brent/Salamin (1976)

L'algorithme originel est celui-ci, on ne pouvait donc passer outre sa démonstration, que je n'ai d'ailleurs
étonnament trouvée nulle part, maisil n'est pas trop dur de larefaire, grace atout le boulot réalise
précédemment !

Cet agorithme est donné sous laforme::



1
&y =1 ‘E:'III =E Gyl = . 7 i ‘E:':'1+1 = ':IH'E:'H
7 4-:35; e

o]

1-222” E by

Démonstration

Elle est tresrapide ! Reprenons exactement les mémes notations que pour la démo précéedente...

1 £
V.c).1) Rappelons nous: k —2—1 [ " ]

Ei

o, W
& =27 [ ; IF] or W= &= 5 donc

BT A S A

= et
24057 - FF ks
. LA /A S S A ) 2T . 2T ()
-5 & -l & & - 5 F & &Y R & r r _ & &
i3 =2 o -2 =z 2 - 2 tlz =k '{{?) - 2 [ I]
o g &5 1y &5 Iy L5 1y T
'|:III:I'2
or daprés|V.b).2), sur]0,1[ ky (&)= (ln 2)enconséquence
Z|l-x
- 272" ff[i]n'z[L]
&y [L]_ V2) P NZ) 12
LAz ) [ 1]
b2
V.c).2) Posons d'autre part
af 1
;e
YreN T =-" or g lim =T
Y
|2
calculons (encore!) :
Foa— 5= - - : . - (tiens!)
o g 2458 245 [ B

R+ R -2, 0 - B [s:j]' I
L
Z




Par récurrence immédiate, on adonc :

F;J,i[%] = JT[%] —1@21 2% H;.f[%] = T—IEE He® en simplifiant les notations.

Donc, on obtient finalement:

2217 22 05F 45!2
Yae N 1= 1:_“‘ = 1{_ FEE
]

1 . 1 1 &+ F . -
%4,,5[@]:1 Fh={‘ru[ﬁ]=ﬁ Uyor = *""2 2 B =R
ce qui acheve toute la partie démo et me donne droit a un repos bien mérité (Ouf ! cette page était bien
longue...)

Essais

L es suites présentées ont des performances similaires. Par exemple, concernant la seconde (Borwein), pour
obtenir 10 000 000 de décimales de Pi, il suffit d'avoir nz19 !!!

Les essais sont assez extraordinaires :
n= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d= 2 8 18 40 83 170 344 693 1392 2789

d est le nombre de décimal es exactes de Pi
L a convergence quadratique est parfaitement respectée, c'est adire que le nombre de décimales exactes double
a chague itération.

De plus, le temps de calcul de n décimales, qui nécessite pour les méthodes classiques un temps proportionnel a

2
n, setrouve réduit a environ n.Log(n) avec les algorithmes de Brent/Salamin et Borwein... Une petite
révolution !

Par Boris Gourévitch "L 'univers de Pi"
http://go.to/pi314
sai 1042@ensai .fr
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