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Leonhard Euler
(1707 - 1783)

Une avalanche de formules!
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Tranches devie

A l'image de sa production scientifique toute entiere, Euler fut prolifique en ce qui concerne les
formules sur m.

Leonhard Euler est né aBale en 1707. Fils et petit fils de pasteur, Euler et safamille sont
pauvres. Son apprentissage ne comprend pas de mathématiques, ce qui le pousse a prendre des
cours aupres d'un étudiant. A 13 ans, il commence des études de théologie et de philosophie
dont il est dipldmé a 16 ans. Son peére le destine a devenir pasteur, il Sy prépare mais continue a
étudier les mathématiques. Son talent est remarqué par Jean Bernoulli, un membre de la grande
lignée de mathématiciens du méme nom, et en 1727, il part al'académie des Sciences de
St-Pétersbourg. Le départ de Russie de Daniel Bernoulli lui permet de devenir professeur de
mathématiques. Il rencontre alors lafille d'un artisan russe qui lui donne 13 enfants. Euler a
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une patience remarquable avec sa progeéniture et est resté célébre pour sa capacité a jouer tout
en rédigeant un article. Il perd un oeil aprés une fievre brutale.

Installé brievement ala cour de Berlin sur I'invitation de Frédéric Le Grand, celui-ci préféere
pourtant les esprits brillants comme Voltaire, et le traite de " Cyclope mathématique” (1).
Revenu en Russig, il devient presque aveugle apartir de 1771... 1l dicte néanmoins a son fils ses
publications. 1| meurt a St-Pétersbourg en 1783 en buvant du thé avec ses amis!

Autour de r

Son oeuvre est immense... Ses travaux ont permis |'essor de I'analyse grace aux éguations
différentielles et intégrales. 1| aborda également la géométrie différentielle, lathéorie des
nombres et divers domaines de la physique. Ceux qui I'ont cotoyé le considéraient comme le
plus grand mathématicien de tous les temps. |1l faut dire qu 'il apublié pres de 800 pages de
texte scientifique par an soit au total 75 volumes de 600 pages chacun ! Infatigable, il a aussi
imposé dans un souci de clarté de nombreuses notations comme e (pour la base des logarithmes
néperiens), i pour lesimaginaires et (surtout!) vulgarisé la notation x (introduite en 1706 par
W. Jones).

Sarigueur est parfois contestable mais I'ingéniosité et |ajustesse des résultats sont
remarquables. Un bon exemple en est lafagon dont il atrouveé le résultat de la convergence de
la somme des carrés des inverses et qui est relatée ci-dessous :

Démonstration

Pour les fondus d'analyse !'!!

Par ou commencer ? Bon, occupons-nous de I'égalité contenant les nombres de Bernoulli, la
formule 1). Plusieurs démonstrations sont possibles, plus ou moins complexes... Celle présentée
ci-dessous ale mérite d'étre rapide (tout est relatif !) et repose sur la premiéere définition des
nombres de Bernoulli. Elle montre par ailleurs en complétant |a démonstration suivante de la
formule 2) I'équivalence des deux définitions des nombres de Bernoulli...

Puis juste apres, la"démonstration” (hum!) originelle d'Euler pour la somme des inverses des
carrés! Si larigueur n'est pas vraiment au rendez-vous, quelle imagination et quelle astuce !
Mais cela, c'est pour apres la veéritable preuve...

1) On ne pourra en effet jamais dire assez merci a Monsieur Fourier, sathéorie vanous étre
encore bien utile...

Considerant les polynomes de Bernoulli B, (t), prenons lafonction f,, pour n entier, de

1
période 1, et qui est egale aB,, sur [0,1]. f,, est evidemment C par morceaux car restriction
de polynomes a un intervalle de R. Elle vérifie donc e théoréme de Dirichlet pour les fonctions
T-périodiques et on peut I'écrire sous forme d'une série de Fourier.

1.1 Premier petit résultat intermédiaire :

1 1

YAEN" B, (1) - B, (0) = (B, ()t =n[ By (t)dt =D
]

0

1.2 Calculons maintenant les coefficients de Fourier. Pour ne pas sembéter inutilement,



montrons tout d'abord par récurrence sur n que B,,, est paire par rapport ax=1/2...
B,=1 par calcul immediat donc pas de problémesau rang 1...

Supposons pour un certain n entier que B, (x+1/2)=B,,(1/2-x)
2
SOt Gyt o(X)=Boppy o(X+ 1/2)-B,, . ,(1/2-X). C'est un polyndme donc g,,,,, st C sur R.

Zimez (2 =(2A+2) (20 + ljﬁﬂ[;c+%] —Edn+d)in+ ljﬁﬂ[% - ;u:] =0 d'apres

I'hypothése de récurrence...
donc g',,,» €St constante... or, g',,,,,(0)=(2n+2)B,,, ,(0)-(2n+2)B,,, ,(0)=0 donc

9. o=0 donc g, , est constante or g,, ,(0)=0 donc finalement, B,,,, , est bien

symétrique par rapport ax=1/2, c'est I'hypotheése au rang suivant donc la proposition est
valable pour tout n entier et sur [0,1], f,,, est symétrique par rapport a x=1/2.
1

Donc on ale coefficient de Fourier associé b, (f,,)= EJ'&H (#1ein (2 hnt)cft =0
0

1.3 Calculons d'autre part pour n entier non nul
1

8(By)=2 [ By, (1) cas (2t it =2
]

1 1

1 | g _
[— By, (H)sin(2 ﬁmf)] - ﬁ_{‘ﬁh_l (#1500 (2 kut) dit

E-.E.'-:I'E 0

21 1 T
=2[|:| —m[ [_EBLH—I I:.!":IDI:ISEE..'EI:E?:I]D + e _{BLH—E (f:l DDS(E.&J&*:IEJ}
-(2n1Zn -1 (—1]"_1{231]! L . ,
= Qi) g (Byy_s | = T (T2 a | B, ) d'aprés 1.1 puis par récurrence

descendante immeédiate...
Jusgue |3, tout vabien! Lereste n'est pas beaucoup plus compliqué... Il nous reste en effet a
calculer a(B,).

2
1.4 On pourraveérifier (puisqu'il y aunicité) que B,=X -X+1/6 est bien |e polynéme de

I?ernoulli qui convient ?ux définitions. Par simple puis double inltégration par partie, on a

J'h::n:ls (2 kntiat =0 et J‘ﬁ cos (2 k) ot = X 1
0 1]

. Et bien sOr, [ cos(2ixt)c =0, donc,
%
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finalement,

1
a(By)= gj‘[ﬁ —a"+é] cos (2 knd) df = 1
0
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1.5 Onadonctrouvédapres 1.3 et 1.4
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1.6 Le développement de B,,, en série de Fourier nous donne alors pour t dans [0,1] :
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B (= 27T [ cos(2 k) et donc en particulier pour t=0, ona:
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et voila!ll

Au vu del'importance du résultat, cette démonstration est monstrueusement rapide par rapport
adautres!!! Et en bidouillant un peu, on obtient également deux expressions bien utiles :
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Plus généralement, on appelle sommes de Reynolds |'expression :
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Donc, pour p=2n pair, on ala somme du dessus, et pour p impair, on a:

L==J
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Z (21{(:—11]]2“1 - [_Elzijzzl:n;n] | avec E.o les coefficientz d' Euler telz que:
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: 2 = 2 E, t—l ou encore puisqu il &' agit de la formule de Taylor:
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i b
E, = Edt’; - (0) soit E,,_, =0, E, =1 E,=-I
Ces nombres font intervenir les polyndmes d'Euler dont je n'ai malheureusement pas trouvé la
définition. Il suffit d'appliquer la méthode précédente aux polyndémes d'Euler pour trouver le
résultat.

4 4

E, =5 E, =-61, E=1385

Sinon, avec les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli et la premiere formule, on obtient :
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entre autres...

1) bis... Voiladonc lapreuve originelle, dEuler lui-méme, de la somme des inverses des
carrés... La convergence avait été démontrée par Jacques Bernoulli et Leibniz Sy était cassé les
dents... voyons ce qu'Euler afait. Il atrouvé lalimite, mais les justifications sont un peu
douteuses, vous verrez !




Se basant sur la théorie des équations algébriques, Euler savait que la somme des inverses des
n n-1
racinesdeax +a, X +..+a,x+1=0vaut -a,. Considérant alors |e developpement de

sin |+ x 2 3 4 P e .
H_:I -2 A 2 & il sait grace alapériodicité de sinus que le membre de
e 321 50 71 9l
] 2 2 2 2
droite sannule pour x=m 4m 9m 16 ...
Euler se dit alors que la propriété qui est vraie pour un polyndme fini doit I'étre pour un
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olyndme infini et il en déduit — + + + =—g =— S0it E—=—.Trés
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fort !

2) Bon, revenons a des choses un peu plus sérieuses (mathématiquement !)... La démonstration
de laformule générale du 2) (abrégeée, n'abusons pas du calcul, et de plus, je me sens un peu
fatigué!) se trouve sur la page de Fourier. Une application z=1/2 donne :
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échangeant les sommes (z inférieur a 1 et absolue convergence des sommes)

En posant t=2i m z et en calculant cotan au moyen de son expression en exponentielles
complexes (cog/sin), on obtient
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d'apres la 2éme définition des nombres de Bernoulli. Ah ah!
Par identification des termes deux a deux (ce sont deux séries entieres), on peut alors conclure
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C'est effectivement le bon résultat montré en 1) et c'est aussi |la méthode originelle qu'avait
utilisé Euler. Voila, 2 preuves pour le prix d'une! Celaimplique aussi |'équivalence des
définitions des nombres de Bernoulli (ceux d'indice impair sont en effet nuls...)

3) Ouf, petite pause...



Bien, passons maintenant alaformule 3... La encore, une astuce monstrueuse d'Euler
intervient... Celui-ci utilise en effet un développement tres inhabituel, mais 6 combien efficace,

d'arctan a savoir :
I Py Y L VI
E (Zn+ 101 1+4#%

Arctan(t)=
® ]+t

H=0

pour t positif... Euler I'a utilisé avec une formule d'arctan m=20Arctan(1/7)+ 8Arctan(3/79)
pour calculer 20 décimales de Pi en une heure (essayez donc !). Il est vrai que si on pose t=1/7,
2
¢
1+¢
Voyons en effet sa démonstration :

- =0,02 ! Pratique... Habile, Euler |'était certainement...

fi.

3.1 Posons x= ,
1+t

t positif et x dans[0,1[.

2
On at=_/—*— . Posons maintenant y:IJ”+ Arctan(t)= = Arctan 2

1l -=x ¢ - l -=x

3.2 Essayons de simplifier I'écriture... Si z=Arctan li , 0N obtient
-4
s p sin® z _ sin® z

1 2

. . 2
= — = : ce qui donne sin z=x et donc
1-x cos” 2 l-sin”® z

1
y= = Arcsinfx .
X-x

Mais on n'y voit toujours pas tres clair... Continuons donc...
3.3 On dérive cette expression par rapport a x et on obtient :

2y' (x—xz) +y(1-2x)=1

3.4 Cherchonsy souslaformey= % a,x" . Inséré dans |'équation différentielle, nos yeux

H=0
(4]

2
exorbités découvrent ay+x(3a,-2a,)+ E [(Zn+ e, -2na,_)x" =1+0x+0.X +...ce qui,
H=0

par identification, nous donne a,=1, 3a,-2a,=0 donc a,=2/3, et (2n+1)a,-2na,-1=0 donc :
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par récurrence immeédiate sur n entier (calcul hyper classique!).
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Réciproquement, on veérifie que y= E ||:: ) x" convient comme solution de I'équation
H=0

27+ 1)1
différentielle (& ne pas oublier, mais ne comptez pas sur moi pour lefaire!).



3.5 Lereste est trivial commme disent certains... D'aprés la définition dey, on en conclut pour

t réel positif :
N T L B
Arctan(t)=
rctan(t) ]+ #% |:E [

(Zn+ 11| 1+4

a=0

Mais que peut on faire de cela? Plein de choses ! Tout d'abord appliquer laformule d'Euler
décrite au début de cette section... Puis poser t=1 et obtenir laformule 3)... ou t=1/2, ou 1/4,
ou utiliser les formules d'Arctan... tout est possible ! Comme d'habitude, plust est petit, plus la
convergence est rapide, car le terme en t dans la somme est de plus en plus petit...

Moi, j'aime bien t= L, car on obtient avec Arctan(t)=m/6 :

A3

348 _(alh?
2 (2n+1)!

H=0

ce qui est tres proche de laformule de Schroeppel-Gosper ! Chouette non ?

4) Bon, encore une démo... Au risque de paraitre quelqu'un qui abrege de plus en plus au fil
des démonstrations, je ne peux que donner les pistes de la démonstration de laformule 4)...
D'aprés "Le fascinant nombre Pi" (voir Biblio) :

Soit a>1. Pour p nombre premier, pa> 1 donc par développement limité :
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[I—L] =14+ 1 + 1 + 1 +. ..

.3 . la

P £ F P

Si I'on écrit ces égalités pour tout nombre premier et que |I'on fait leur produit, on obtient a
gauche :

L% l_i]—l
Pﬂgm[ p*

et adroite aors ? On obtient le produit des membres de droite, c'est adire de sommes infinies.
Si I'on élimine tous les produits infinis qui vont se former (des produits infinis de termes en

ka ka
1/p donnent O ne serait-ce que parce que 0<1l/p <1/2), il reste la somme de tous les termes

delaforme , oU p,g,r... sont des nombres premiers et k, i, j... desentiers... Celane

P g

vous rappelle rien ? Un certain théoréme d'arithmetique qui dit que tout entier n est

. kK ig . . R
décomposable souslaformep q r ... c'est adire comme produit de nombres premiers chacun a
une certaine puissance... Comme tous les nombres premiers et leurs puissances sont présentsici,
on en déduit que cette somme infinie vaut :



= -1 =
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P=1 premisy =1

Et pour a pair, on aalors d'apréslaformulel) :

m -1 H=l- 2n-1 _2n
n 1 - iﬁ = =l 2 i Ber,
= i2nl

P=i premier

Cequi est bienlaformule 4), si I'onisole Pi !

Ces deux fabuleuses égalités trouvées par Euler seront réutilisées dans la page consacrée a
Césaro. Une des conséquences importantes de ce résultat est que pour a=1, la somme des
inverses diverge, donc le produit (membre de gauche) vaut I'infini, donc il existe une infinité de
nombres premiers... Pas mal, non ? Voilaque Pi fait une entrée fracassante dans le monde de
I'arithmétique !

Essals

Bon, avouons-le, toutes ces formules sont trés belles mais ne sont pas vraiment faites pour le
calcul des décimales... Laforme des formules de type 1) promet une affligeante convergence
logarithmique...

k=1
n=10 3,0493 (0)
n=100 3,1320 (1)
n=1 000 3,1406 (2)
n=10 000 3,141497 (3)
15 3,14159265358979228
n=10 (14)

une convergence d'environ 0.434*In(n)-1, désespérant ...
A noter que j'al trouvé sur Internet (maisje n'al plus I'adresse) une suite accél érant un peu les
caculs:

4]

T "1 3] ]
5'2 b g Z Eragt - Diesgt £ 58 +9)

Mais |a puissance dominante du bas étant 8, pas de miracles, cette suite converge moins vite que
la suivante :
= ] - 10

m -
Z{ k 93555




n=10 3,1415926535860 (11)
n=100 19 décimalesjustes
n=1000 28 décimales justes
n=10 000 37 décimales justes
n= 1010 92 décimalesjustes

Et une convergence d'environ 4in(n)+0.5, si ca n'est pas malheureux !

2) Oublionslaformule 2) du méme genre que la 1) a un facteur et une translation preés, ce qui
ne change rien aux résultats...

3) Laformule 3) savere un peu plus intéressante :
3B
2 L (Zn+171

Je prends laversion t= L dans le développement d'arctan car, apréstout, elle est plus rapide

i)

que laformule 3)...

n=>5 3,14131 (3)

n=10 3,14159244 (6)
n=50 30 décimales justes
n=100 61 décimales justes

Ah, une convergence linéaire d'environ 3n/ 5, d§a plus accueillant...

Tiens, appliquons la formule de Machin avec |le dével oppement d'Arctan trouve par Euler :

n=5 3,1415926500 (8)
n=10 15 décimalesjustes
n=50 74 décimales justes

Une convergence linéaire de 3n/2, ce n'est pas mal du tout !
Et enfin, appliquons la formule d'arctan trouvée par Euler pour calculer les décimales de Pi :
1 = 20Arctan(1/7)+ 8Arctan(3/79)

n=5 10 décimalesjustes
n=12 21 décimales justes
n=50 88 décimalesjustes

7n/4 de convergence et I'on remarquera qu'Euler ada calculer 12 itérations pour obtenir les 20
décimalesde Pi... En 1 heure, cela parait incroyable ! Tentez donc alamain.

4) Pour finir, laformule 4 n'a aucune vocation calculatoire et saforme laisse augurer d'une
convergence logarithmique, alors...



Accélération de la convergence

Tout petit paragraphe, car franchement, rien n'est terrible, méme avec le Delta2 d'Aitken...
Mais a convergence lente, présence du Delta2 qui décidément, sauve certaines suites d'un bide

Iamentgbl e.. )
1l =
Pour ; ,;;_1 =7
n=1000 3,14111 (3)
n=10000 3,141544 (4)
n=100000 3,1415921717 (6)

environ log(n), pas st mal, mais tout de méme...

1
Et pour laformule d'arctan avec t=—= :

N
n=10 3,1415926520 (8)
n=50 34 décimalesjustes

Une convergence linéaire d'environ 7n/10. Mieux, mais pas de quoi déplacer |es montagnes...
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